SCIENCE

Suites de contractions et twin-width

Edouard Bonnet !

Les théoriciens des graphes sont attirés par la beauté intrinseéque de questions ou-
vertes redoutables bien qu’exprimées dans le langage non-trivial le plus simple 2,
mais aussi par les nombreuses applications et connexions avec le reste de I’informa-
tique et des mathématiques, ainsi qu’avec pratiquement toutes les autres disciplines.
La théorie des graphes entretient un lien évident et prolifique avec les algorithmes.
La plupart des problemes informatiques sont ou bien directement formulés en termes
de graphes, ou bien, en totalité ou en partie, se réduisent naturellement a de tels
problémes. Mieux nous comprenons les graphes, mieux nous sommes équipés pour
résoudre ces problemes plus rapidement ou plus précisément.

Bien souvent, on ne peut pas raisonnablement espérer un algorithme uniformé-
ment performant sur tous les graphes. La bonne nouvelle est que les entrées typiques
des problemes de graphes de la vie réelle, comme on peut en trouver en biologie
computationnelle, en planification de mouvement, en science des réseaux, en linguis-
tique, etc., ne sont pas arbitraires et présentent une certaine « structure ». Les théories
algorithmique et structurelle des graphes — deux branches sceurs de la théorie des
graphes — visent a détecter et exploiter cette structure. Concretement, cela passe par
la décomposition des graphes, c’est-a-dire a leur (dé)construction a partir d’objets
et de regles plus simples. Dans cette veine, I’exemple le plus célebre est celui de la
treewidth.

En premiere approximation, la treewidth est un parametre de graphe qui mesure
sa proximité topologique a un arbre. Elle s’accompagne d’une décomposition arbo-
rescente optimale, et en est sa largeur. La treewidth a été introduite par Bertele et

1. Chargé de recherche CNRS en informatique au laboratoire de 1’informatique du parallélisme de
Lyon.

2. Fait d’une seule relation binaire.
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Brioschi [4] et popularisée sous son nom actuel par I’ceuvre monumentale de Ro-
bertson et Seymour [23]. Dans les pas de Bertele et Brioschi, il a ét€ démontré que
de nombreux problemes NP-difficiles admettent des algorithmes polynomiaux lors-
qu’ils sont restreints aux graphes de treewidth bornée. Courcelle a donné une raison
unifiée a ce phénomene, prouvant que cela s’applique en effet a tout probleme de
graphes exprimable en logique monadique du second ordre 3 [13]. La treewidth a été
utilisée par la suite pour résoudre efficacement des problémes dans des classes de
treewidth non bornée, comme par exemple les graphes planaires avec la technique
de la bidimensionalité [18]. Le succes de la treewidth ne se limite pas a la conception
d’algorithmes. La motivation originelle de Robertson et Seymour pour celle-ci était
un plan de longue haleine qui les conduisit a résoudre la conjecture de Wagner (que
la relation de mineur est un bel ordre sur les graphes finis).

D’autres parametres de largeur de graphe associés a des décompositions plus
générales (comme la clique-width [15], la rank-width [22], ou encore la mim-
width [24]) ont vu le jour ces quarante dernicres années. Toutes ces décompositions
sont basées sur le méme moule statique : un arbre étiqueté avec des regles plus ou
moins permissives pour construire les graphes de largeur bornée. Avec Eun Jung
Kim, Stéphan Thomassé et Rémi Watrigant, nous avons introduit un nouveau point
de vue, dynamique celui-1a, sur la décomposition de graphes. Nous inspirant d’une
largeur et décomposition de permutation mise au point, il y a une dizaine d’années,
par Guillemot et Marx [19], nous proposons de maintenir pas a pas une partition
de plus en plus grossiere des sommets d’un graphe, telle que la suite de partitions
induisent des graphes auxiliaires de degré maximum borné, voire des graphes encore
plus contraints*. Les suites de partitions peuvent étre vues, de facon équivalente,
comme des suites de contractions, ou chaque partie d’une partition est amassée
en un seul sommet. Les suites de contractions permettent d’introduire un nouveau
parametre (plus général que les treewidth, clique-width et rank-width), que nous
avons nommé la twin-width [11], mais aussi de retrouver les parametres classiques
de largeur de graphe.

Nous souhaiterions récupérer, dans notre étude de la rwin-width, des caractéris-
tiques similaires au succes de la freewidth : un invariant avec une grande richesse
d’utilisations et d’applications. Cet article survole les petits succes de la rwin-width,
notamment algorithmiques, en théorie des modeles et en combinatoire énumérative,
et exhibe 1’intérét unificateur des suites de contractions.

3. Logique monadique du second ordre, bidimensionalité, mineur de graphes, bel ordre, clique-width,
etc. Nous passons sous silence les définitions techniques de ces notions. Celles dont 1’exposition aident a
la lecture de I’article seront définies plus tard.

4. Nous verrons les définitions formelles dans la section suivante.
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Suite de partitions ou de contractions

Une suite de partitions d’un graphe G a n sommets est une suite .% de partitions
Py, ..., P des sommets V(G) telle que &, est la partition la plus fine, {{v} : v €
V(G)}, et que chaque partition &?;_; est obtenue en fusionnant deux parties de ;.
Comme G posseéde n sommets, &) est la partition la plus grossiere, {V(G)}. Deux
parties distinctes P, P’ de ; sont homogénes si entre P et P’ apparaissent toute ou
aucune aréte. La largeur de la partition &; est I’entier d maximum telle qu’une partie
P € &; n’est pas homogene avec d autres parties de &7;. Par extension, la largeur de
la suite . est la largeur maximum d’une partition de .. Enfin, la twin-width de G
est la largeur minimum d’une suite de partitions de G.

On définit le quotient G; := G/ Z?; de la maniére suivante. Son ensemble de som-
mets V(G;) est &7, et deux parties P,P’ € 2?; sont reliées par une aréte noire quand,
dans G, chaque sommet dans P est relié a chaque sommet dans P’, et par une aréte
rouge si ce n’est pas le cas mais qu’il y a quand méme une paire de P x P’ qui forme
une aréte de G. On appelle G; un trigraphe, car considérant deux de ses sommets
trois situations sont possibles : la présence d’une aréte noire, d’une aréte rouge, ou
d’une non-aréte. Son graphe rouge est simplement le graphe, sur le méme ensemble
de sommets, formé par les arétes rouges. La suite G = Gy, ...,G) est dite suite de
contractions, une vision alternative a la suite de partitions (cf. figure 1).

© ) (© ©
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FIGURE 1. Suite de contractions impliquant que le graphe initial
a twin-width au plus 2.

On peut passer d’un trigraphe G; au suivant, G;_1, sans faire référence aux parti-
tions &; et &;_;. Deux sommets u,v de G; sont identifiés en un seul, disons w, de
voisinage (par des arétes rouges ou noires) I’'union des voisinages de u et v privée de
{u,v}. Un voisin z de w est relié & w par une aréte noire si les paires uz et vz sont
toutes les deux des arétes noires, et par une aréte rouge, autrement. Plus générale-
ment, on définit la rwin-width d’un trigraphe, de la méme fagon qu’on a défini celle
d’un graphe. La twin-width s’étend naturellement aux structures binaires> sur une
signature finie.

5. Le lecteur peut penser les structures binaires comme des multigraphes dont les sommets (relations
unaires) et les arétes (relations binaires) sont colorés.
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Si on impose la contrainte plus forte que dans tous les graphes rouges d’une suite
de contractions, toutes les composantes connexes ont taille au plus d’ :=d + 1, on
caractérise ® alors la clique-width [10]. En particulier, les classes de twin-width bor-
née contiennent les classes de cligue-width bornée, et donc de treewidth bornée. Les
chemins ont twin-width au plus 1, les arbres, au plus 2, et les grilles, qui ont clique-
width non bornée, ont twin-width au plus 4. La figure 2 est une preuve par 1’image
de cette dernicre assertion.

FIGURE 2. Contracter les arétes horizontales entre la premiere et
la deuxieme colonnes, de haut en bas, nous ramene a une grille
avec une colonne en moins; et finalement au chemin rouge, qui a
twin-width 2. Notons que la grande composante connexe du graphe
rouge augmente avec la taille de la grille; c’est inévitable car les
grilles ont clique-width non bornée.

Parmi les exemples de graphes denses, les graphes complets ont twin-width 0,
ainsi que leurs unions disjointes. En effet, il y a toujours dans ces graphes une paire
de sommets jumeaux u,v, c’est-a-dire de méme voisinage en dehors de {u,v}. La
contraction de u et v ne crée ainsi aucune aréte rouge, et reste dans la classe des
unions disjointes de graphes complets. Cette propriété est vérifiée plus généralement
par les cographes — graphes caractérisés par I’existence d’une paire de jumeaux
dans chacun de leurs sous-graphes induits — qui sont précisément les graphes de
twin-width 0.

Caractérisation par matrices d’adjacence

Nous allons voir dans cette section une caractérisation trés pratique pour mon-
trer qu’une classe de graphes a twin-width bornée. Cela ne donne cependant pas de
bornes trés précises. A quelques exceptions pres, une fois que la twin-width d’une
classe est prouvée bornée par cette méthode, une meilleure borne est ensuite montrée
par une approche directe, mais souvent plus laborieuse.

6. Le lecteur peut donc prendre la valeur minimum de d’ comme la définition de la clique-width, qui
., . 4
est en réalité comprise entre d—;l etd +1[1].
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On dit qu’une matrice M a une division de rang k si on peut partitionner M en k X k
blocs, chacun de rang au moins k. Le rang de grille de M est I’entier kK maximum
pour lequel M a une division de rang k. Le rang de grille d’un graphe G — ou d’une
structure binaire — est le rang de grille minimum parmi les matrices d’adjacence
de G.

Un résultat central de la théorie de la twin-width est le suivant : le rang de grille
et la twin-width sont fonctionnellement équivalents ’ pour les graphes, et plus géné-
ralement pour les structures binaires. Les suites de contractions sont des objets assez
complexes, et il est parfois difficile d’en trouver directement qui aient faible largeur.
La caractérisation par matrices d’adjacence simplifie notre tiche pour borner la fwin-
width de graphes. Il suffit d’ordonner leurs sommets de maniere a ce que leur matrice
d’adjacence correspondante soit sans grande division de rang.

La recette pour borner la twin-width d’une classe € est alors :

— trouver un bon schéma d’ordonnancement des sommets basé sur les pro-
priétés de € ;

— supposer que les matrices d’adjacence suivant I’ordre ont une grande divi-
sion de rang;

— utiliser cette division complexe pour contredire la « simplicité » de 1’appar-
tenance 4 ¢ ;

— et conclure par I’équivalence fonctionnelle entre rang de grille et twin-
width.

Par exemple, les graphes planaires, et plus généralement les classes de graphes
excluant un mineur® sont de twin-width bornée. Il suffit de considérer une variante
de parcours en profondeur pour ordonner les sommets. Un autre exemple, au-dela des
graphes, est la classe des ordres partiels < partitionnables en au plus k chaines, ou
ordres totaux. Ceux-ci ont twin-width bornée (par une fonction de k), et une preuve
rapide consiste a prendre pour ordonnancement les k chaines mises bout & bout.

Contractions paralleles

La preuve de 1’équivalence fonctionnelle entre twin-width et rang de grille [11,
7, 8] nous apprend quelque chose de plus, peut-étre d’insoupconné, sur les suites
de contractions. Il y a une fonction f telle que tout graphe (ou structure binaire) de
twin-width d, admet un schéma arborescent de suites de contractions de largeur au
plus f(d). Plus précisément, au lieu d’avoir un unique choix de contraction & chaque
étape, on dispose d’un nombre linéaire — en le nombre de sommets restants — de

7. Une fonction de 1’un(e) borne I’autre.

8. Un graphe G (ou une classe ¢) contient un mineur H si le graphe H peut étre obtenu a partir d’un
sous-graphe de G (ou d’un graphe de %) par la contraction d’arétes; et I’exclut sinon. La contraction
d’une aréte uv assimile u et v en un seul sommet relié aux voisins de u et de v, hors {u,v}. Contrairement
a nos contractions (de sommets) dans les trigraphes, la contraction d’arétes reste dans les graphes.
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contractions possibles de paires disjointes; et ce, inductivement. Cela nous donne
a explorer un arbre de trigraphes de taille exponentielle : sa hauteur est le nombre
initial n de sommets et son facteur de branchement pour les n/2 premiers niveaux
est Q(n). Le petit prix a payer est de passer de degré maximum d des graphes rouges
a potentiellement f(d). De plus, les Q(n’) contractions spécifiées pour tout trigraphe
an’ sommets de cet arbre peuvent étre réalisées en paralléle. Par cela, on entend que
n’importe quel séquentialisation des Q(n’) contractions ne dépasse pas la borne f(d)
pour le degré maximum des graphes rouges, et termine sur un trigraphe possédant
lui-méme un schéma arborescent pour la méme largeur f(d).

Si on reprend notre exemple de la grille, une suite de contractions paralleles est
donnée en figure 3. Notons au passage que chaque contraction suggérée produit un

FIGURE 3. Schéma parallele pour les grilles.

graphe rouge de degré maximum au plus 6, légeérement au-dessus de la borne de 4
de la figure 2. D’ailleurs, toute séquentialisation allant du trigraphe de gauche a celui
au centre ne passe que par des graphes rouges de degré maximum au plus 6, etily a
une séquentialisation qui n’excede pas 5.

En combinatoire énumérative, les croissances® simplement exponentielle et fac-
torielle ont un statut particulier. Il y a souvent un saut entre croissance au plus c”,
pour une constante ¢, et croissance Q(n!). Le théoreme de Marcus—Tardos [21], un
résultat important en combinatoire qui se trouve étre au ceeur de la théorie !0 de la
twin-width, implique par une observation préalable de Klazar [20] que toute classe
de permutations ! a croissance simplement exponentielle sauf la classe de toutes les
permutations (qui, elle, a croissance factorielle).

9

9. La croissance d’une classe est une fonction qui compte, ou a défaut, borne le nombre de structures
a n éléments présentes dans la classe.
10. En particulier, I’équivalence entre twin-width et rang de grille est crucialement basée sur ce
theéoreme.
11. Une classe de permutations est un ensemble ¢ de permutations tel que si ¢ est dans &, toute
permutation dont la matrice est une sous-matrice de celle de o est aussi dans %
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Il y a deux notions de croissance pour les classes de graphes : soit on compte
a isomorphisme pres (croissance non étiquetée), soit on force I’ensemble des som-
mets a étre {1,...,n} et on compte a égalité pres de I’ensemble des arétes (croissance
étiquetée). Une classe est dite minuscule si sa croissance non étiquetée est simple-
ment exponentielle, et petite si sa croissance étiquetée est au plus n!c”* pour une
constante ¢. Une conséquence du schéma arborescent est que les classes de twin-
width bornée sont petites [7]. On peut avantageusement borner le nombre de tri-
graphes a n sommets ayant un tel schéma en fonction du nombre de ceux a n — 1
sommets, en s’appuyant sur le fait qu’un nombre linéaire de sommets font partie
d’une paire a contracter. Une caractérisation par la logique implique que les classes
de rwin-width bornée sont méme minuscules [12]. Ces résultats unifient et étendent
la méme propriété constatée pour les classes de treewidth bornée [2], celles excluant
un mineur [5], et le théoréme de Marcus—Tardos [21] (en codant les permutations par
des graphes).

A T’inverse (mais aussi 2 I’instar) de la caractérisation par matrices d’adjacence
pour montrer qu’une classe a twin-width bornée, la petitesse de ces classes est un
outil puissant pour établir que la twin-width est non bornée. Par exemple, les graphes
de degré maximum 3 ont croissance labellée (n!)3/27°(1) et donc, ne constituent pas
une petite classe. Par conséquent, la rwin-width de ces graphes diverge. De facon
amusante, nous ne savons toujours pas construire une famille explicite de graphes de
degré borné et de rwin-width grandissante ; méme si choisir uniformément aléatoi-
rement pour chaque entier naturel n, un graphe a n sommets de degré maximum 3
donne presque slirement une telle famille.

Algorithmes basés sur des suites de partitions

Les classes dont on a mentionné que la rwin-width est bornée admettent toutes un
algorithme polynomial qui prend un graphe de la classe en entrée et renvoie une suite
de contractions de largeur constante. Néanmoins, calculer la twin-width est en géné-
ral NP-complet [3], et I’approximer est le probleme ouvert le plus important dans ce
contexte. On suppose désormais qu’on sait calculer une bonne suite de partitions, ou
bien que celle-ci nous est donnée.

On va commencer avec une suite de partitions dont les graphes rouges ont toutes
leurs composantes connexes de taille au plus d. On sait que cela est équivalent a avoir
clique-width bornée. Donc on peut résoudre efficacement un plus vaste ensemble
de problémes, ceux exprimables en logique monadique du second ordre [14]. Dans
cette logique, on peut quantifier sur des sommets ou des ensembles de sommets.
Prenons I’exemple de la 3-COLORATION, probleme NP-difficile dans les graphes
planaires [16], et donc dans les graphes de twin-width bornée.

Soit G le graphe d’entrée et R,,...,R; la suite de graphes rouges, dont les som-
mets sont des parties de V(G). Pour chaque composante connexe C de chaque R;, on
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appelle profil une fonction A qui a chaque sommet P de C associe un ensemble non-
vide de {1,2,3} (les couleurs) telle qu’il y a une 3-coloration ¢ de G[Upey (c) P] 2
vérifiant ¢(P) = A(P) pour chaque P € V(C). La question est donc de savoir si la
composante singleton {V(G)} de R, a un profil. Chaque sommet de R, constitue
sa propre composante rouge. On a alors pour chaque sommet, trois profils, a savoir,
colorer le sommet par 1 (rouge), 2 (bleu), ou 3 (vert), suivant les conventions de
la figure 4.

¢/
| 23 '
@
C
[&]
X
C f -/- —
23 3 @
1,3 r
I 1 3
C

FIGURE 4. Exemple de profil de la composante rouge C; (haut,
gauche), profils compatibles des composantes Cy,C,,C3 unies en
une composante rouge C apres la fusion des parties entourées en
pointillé (haut, droite), profil correspondant de la nouvelle compo-
sante C (bas, droite) et profils incompatibles (bas, gauche).

L’algorithme est une simple programmation dynamique pour passer des profils
de R; a ceux de R;_;. Disons qu’une nouvelle composante rouge est formée dans
R;_1 & partir des composantes C1,...,C, de R;, avec h < d + 1; dans I'illustration de
la figure 4, h = 3. On calcule le produit cartésien des profils de Cy,...,Cy. Certaines
combinaisons sont compatibles (haut a droite) et donnent lieu a un profil pour C
(bas a droite), tandis que d’autres combinaisons n’en donnent pas (bas a gauche), o
I’aréte noire entre des sommets colorés 2 ou 3 et des sommets colorés uniquement 3
souligne un conflit.

Le temps d’exécution est linéaire en le nombre de profils essayés, soit au plus
74+ 1n, multiplié par (d + 1)? pour tester si une aréte noire relie deux ensembles
de couleurs s’intersectant. De fagon intéressante, le temps obtenu, O(7dd2n), est
possiblement bien inférieur au nombre d’arétes de G.

12. On dénote par G[X] le sous-graphe de G induit par X C V(G).
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En maintenant des solutions partielles plus « systématiques » '3 que nos profils de
I’exemple précédent, on retrouve le théoreme de Courcelle-Makowsky-Rotics [14],
que tout probleme exprimable par une formule monadique du second ordre (MSO)
peut &tre résolu en temps linéaire sur les graphes de clique-width bornée. Le célebre
théoréme de Courcelle [13], que tout probleme exprimable par une formule mona-
dique du second ordre sur le graphe d’incidence (MSO;) peut étre résolu en temps
linéaire sur les graphes de treewidth bornée, en est un cas particulier.

On va maintenant donner un algorithme efficace pour k-STABLE a twin-width
bornée, toujours en supposant que la suite de partitions de faible largeur nous est
donnée. Le probleme k-STABLE demande si le graphe d’entrée possede k sommets
distincts deux a deux non adjacents. Dans les graphes généraux a n sommets, un
algorithme résolvant ce probleme en temps f (k)n"(k) est peu vraisemblable quelle
que soit la fonction f, car cela impliquerait un algorithme sous-exponentiel pour la
satisfiabilité de formules booléennes.

A nouveau, on nous donne une suite de contractions G = Gy,...,Gy, de graphes
rouges R,,...,R;. L’idée est de maintenir pour chaque trigraphe G;, et chaque en-
semble X d’au plus k sommets induisant un sous-graphe connexe dans R; et au-
cune aréte noire dans G, un stable maximum Sy de G[Upcx P] qui intersecte chaque
P € X. Un stable intersectant au moins k parties est lui-méme de taille au moins &,
et peut étre retourné comme solution globale. Le probleme revient a déterminer si
pour la composante singleton {V(G)} de Ry, on a un stable de taille au moins k.
L’initialisation dans G, se fait en observant que pour chaque composante singleton
{v} de Ry, le stable Sy, est simplement {v}.

13. 11 faut retenir, pour chaque composante rouge, toute formule avec au plus k quantificateurs imbri-
qués qui est vérifiée par le graphe partitionné sous-jacent.
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FIGURE 5. Comment obtenir Sy pour le X C V(G,_) représenté
par les parties grisées ? On garde la meilleure des trois options dans
G; : en I’occurrence, celle intersectant P, mais pas P; (la seule a
marcher a cause des arétes noires entre P; et les sommets bleu,
orange et vert). Cela partitionne X en au plus d + 2 ensembles
connexes Y dans R;, chacun représenté dans une couleur différente,
pour lesquels on a déja calculé Sy.

Apres la fusion de deux parties P, en P, on calcule pour chaque ensemble
X > P de taille au plus k, connexe dans R;_1, un stable maximum Sx grice aux
stables Sy de G;. On compare les trois possibilités : Sy intersecte P; mais pas P», ou
P, mais pas P;, ou les deux (cf. figure 5), on vérifie I’absence d’arétes noires entre
les Y agglomérés, et on garde I’union des Sy correspondants.

Combien y a-t-il d’ensembles connexes de taille au plus k contenant une partie
fixée dans un des graphes rouges ? Pas plus de d?* car leur degré maximum est d’au
plus d. Le temps d’exécution est donc O(d*k’n) [6] qui, quand d et k sont petits
comparés 2 n, est bien meilleur que I’algorithme en n®®), le plus rapide dans les
graphes généraux.

On peut étendre ce schéma d’algorithme a la vérification de modeles en logique
du premier ordre. Pour une structure binaire G a n sommets, donnée avec une suite
de partitions de largeur d, on peut décider si G satisfait ¢ en temps f(d, |¢|)-n [11].
L’algorithme combine ce qu’on a vu a clique-width bornée (pour MSO) et la lo-
calité de la logique du premier ordre. Un corollaire particulierement intéressant est
que toute transduction '* d’une classe de rwin-width bornée a aussi twin-width bor-
née [11].

14. Une transduction redéfinit par des formules du premier ordre les nouvelles relations d’une structure
dans une expansion monadique, c¢’est-a-dire aprés ajout d’'un nombre constant de relations unaires.
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Les classes qui ne permettent pas de produire la classe de tous les graphes par
transduction sont dites monadiquement dépendantes. Parmi les classes monadique-
ment dépendantes, celles qui ne permettent pas de transduire la classe de tous les
ordres totaux sont dites monadiquement stables. La famille des classes de twin-width
bornée et celle des classes monadiquement stables sont incomparables, et incluses
dans la famille des classes monadiquement dépendantes. Il est conjecturé que la vé-
rification de modeles en logique du premier ordre a un algorithme efficace dans une
classe € si ¢ est monadiquement dépendante, et la réciproque a été prouvée récem-
ment [17]. Présentement, cette conjecture est vérifiée pour les classes de twin-width
effective 1> bornée [11] et pour toute classe monadiquement stable [17].

Graphes ordonnés et matrices

Les structures binaires ordonnées ont une de leurs relations binaires interprétée
comme un ordre total. Par exemple, un graphe ordonné a deux relations binaires :
les arétes du graphe E(-,-) et un ordre total sur ses sommets <. Dans les graphes
ordonnés, la twin-width passe d’un parametre intéressant a une mesure cruciale. Pour
toute classe de structures binaires ordonnées close par sous-structure induite, il est
équivalent, et ces équivalences sont montrées par la théorie de la rwin-width [8] :

— d’avoir twin-width bornée ;

— d’admettre un algorithme efficace pour la vérification de modeles au pre-

mier ordre 10

— d’étre monadiquement dépendante ;

— d’avoir croissance simplement exponentielle ;

— d’avoir croissance sous-factorielle.
De plus, il y a un algorithme efficace d’approximation pour calculer des suites de
partitions [8]. Donc, la twin-width joue le méme rdle pour la logique du premier
ordre dans les graphes ordonnés que la clique-width pour MSO, dans les graphes.

Les résultats de la section précédente s’étendent a la logique du premier ordre
avec des quantificateurs modulaires ; logique ol pour un entier p fixé on dispose
de quantifications 37x¢(x) (pour 0 < i < p — 1) avec pour sémantique le fait que
le nombre de sommets v € V(G) tels que @(v) est satisfait dans G est congru a i
modulo p. On peut décrire le produit matriciel sur un corps fini par une interprétation
au premier ordre avec quantificateurs modulaires [9]. Combiné a une structure de
donnée compacte a twin-width bornée, cela permet de multiplier des matrices n X n
sur un corps fini en temps quasi-linéaire en n, c’est-a-dire bien en dessous de leur
nombre de coefficients.

15. Celles pour lesquelles on sait efficacement trouver des suites de contractions de largeur constante.
16. Cet item n’implique les autres que sous une hypothese standard de complexité.
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