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Mes travaux de thèse ont considéré la résolution de
systèmes d’équations linéaires Ax = b, où A est une ma-
trice creuse de très grande taille. Ceci constitue un pro-
blème important et récurrent en calcul scientifique, par
exemple en mécanique des structures ou en géophysique
appliquée. Deux classes de méthodes classiques existent
pour résoudre de tels systèmes :

— Les méthodes directes calculent une factorisation de la matrice A, notam-
ment fondée sur l’élimination de Gauss (décomposition LU), permettant en-
suite d’obtenir directement la solution x = U−1L−1b par résolutions triangu-
laires. Elles sont appréciées pour leur fiabilité numérique, mais possèdent un
coût calculatoire important, ce qui limite la taille des problèmes traitables.
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(a) Matrice H . (b) Matrice BLR.

FIGURE 1. Illustration des formats matriciels de rang faible H et
BLR. Les blocs en gris sont stockés de manière exacte tandis que
ceux en blanc sont approchés par des matrices de rang faible.

— Les méthodes itératives calculent une suite d’itérés xk convergeant vers la
solution x. Elles sont en général très économiques en coût calculatoire, mais
leur fiabilité dépend fortement de la possibilité de trouver un préconditionneur
qui garantit leur convergence, ce qui limite la gamme des problèmes traitables.

Mes travaux de thèse se sont intéressés à la conception, au développement et à
l’analyse de méthodes nouvelles exploitant une perte de précision contrôlée pour
trouver un compromis entre coût calculatoire et précision numérique, de manière à
pouvoir résoudre une large gamme de problèmes de très grande taille. Concrètement,
cette perte de précision est obtenue en exploitant des approximations de rang faible,
qui consistent à représenter une matrice B de dimensions m×m par un produit XY T

de deux matrices X et Y de dimensions m× r(ε), où r(ε) est le rang numérique de B
à la précision ε souhaitée (c’est-à-dire que ‖B−XY T‖ ≤ ε‖B‖).

En effet, dans de nombreuses applications nécessitant la résolution d’un système
Ax = b, notamment la résolution d’équations aux dérivées partielles, la matrice A
et ses facteurs LU possèdent un grand nombre de blocs de rang faible. Plusieurs
formats matriciels ont été proposés dans la littérature pour exploiter cette propriété.
Ces formats diffèrent en particulier dans leur manière de partitionner la matrice en
blocs (qui sont ensuite approchés par des matrices de rang faible).

Les formats hiérarchiques, notés H , sont très étudiés en raison de leur faible
complexité asymptotique [5]. Les matrices H sont définies par un partitionnement
en blocs hiérarchique (voir Figure 1(a)), ce qui permet de maximiser le taux de com-
pression obtenu grâce aux approximations de rang faible. En effet, la factorisation
d’une matrice H dense de dimensions n×n peut avoir des coûts considérablement
réduits par rapport aux coûts classiques de stockage, en O(n4/3), et calculatoire, en
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TABLE 1. Complexités asymptotiques de la factorisation d’une
matrice A de dimensions n× n creuse (issue d’un problème dis-
crétisé sur un domaine 3D régulier), selon que la matrice A est
représentée par le format H ou BLR.

Référence BLR H

Coût de stockage O(n4/3) O(n logn) O(n)
Coût calculatoire O(n2) O(n4/3) O(n)

O(n2). Sous l’hypothèse que les rangs des blocs sont suffisamment faibles, ces coûts
peuvent être tout les deux réduits jusqu’à une complexité linéaire O(n). En revanche,
leur partitionnement hiérarchique rend l’utilisation des matrices H très complexe
dans un contexte parallèle, comme expliqué dans le paragraphe suivant.

D’un autre côté, le format Block Low-Rank (BLR) est fondé sur un partitionne-
ment en blocs non hiérarchique (voir Figure 1(b)), ce qui le rend extrêmement simple
à utiliser et offre un grand potentiel pour exploiter le parallélisme [4]. En effet, dans
le format BLR tous les blocs sont indépendants, ce qui permet de paralléliser pleine-
ment des opérations portant sur des blocs différents, alors que dans le format H le
parallélisme est contraint par les dépendances imposées par le partitionnement hié-
rarchique. Une deuxième difficulté du format H , spécifique au cas des architectures
à mémoire distribuée, est que de nombreux blocs sont de dimensions très grandes
(du même ordre de grandeur que celles de la matrice) et doivent donc être distribués
sur plusieurs processeurs ; ceci n’est le plus souvent pas nécessaire en BLR, où les
blocs sont beaucoup plus petits.

Malgré ces avantages, le format BLR a été longtemps ignoré car sa complexité
théorique était inconnue. La communauté travaillant sur les formats hiérarchiques
avait même conjecturé que le format BLR ne conduisait à aucun gain asymptotique
par rapport à un format de rang plein standard. Un des premiers objectifs de ma thèse
a été de répondre à ce problème. Nous avons montré que la théorie hiérarchique
appliquée au format BLR ne permettait en effet pas de prouver de résultat satisfai-
sant, expliquant donc la conjecture pessimiste de la communauté. Cependant, nous
avons ensuite étendu la théorie pour montrer que le format BLR obtient bien un gain
asymptotique : la factorisation d’une matrice BLR dense de dimensions n× n peut
atteindre, pour des rangs suffisamment faibles, un coût de stockage en O(n logn) et
un coût calculatoire en O(n4/3) [2]. Le format BLR représente donc un compromis
entre la complexité asymptotique et le potentiel pour le parallélisme.

Après avoir prouvé que le format BLR parvient à réduire la complexité théorique
de la factorisation de matrices, nous nous sommes tournés dans la seconde partie de
ma thèse vers le problème de la conversion de cette réduction théorique en gains de
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performance réels sur les architectures parallèles modernes. Ceci s’avère être un pro-
blème difficile. Par exemple, sur une matrice creuse d’ordre supérieur à 20 millions
issue d’un problème électromagnétique, le format BLR permet de réduire le nombre
d’opérations de la factorisation d’un facteur 19.1 ; cependant, avec une première im-
plémentation qui était standard au moment de ces travaux, ce potentiel ne se traduit
que par un gain réel d’un facteur 3.9 sur une machine à 24 cœurs.

Notre analyse de performance démontre que l’introduction du format BLR dans
un logiciel de haute performance pose en effet plusieurs défis, que nous avons relevés
un par un en introduisant plusieurs améliorations algorithmiques [3].

— Tout d’abord, le format BLR modifie le coût relatif de chaque partie : les
parties bénéficiant de son utilisation deviennent négligeables alors que celles
n’en bénéficiant pas deviennent le goulet d’étranglement. Il est alors néces-
saire de changer de modèle de parallélisme pour mieux paralléliser les parties
du code ne bénéficiant pas du format BLR.

— Ensuite, la présence de blocs de rangs très différents change complètement
le modèle d’accès à la mémoire. Nous avons montré qu’il devient critique
d’effectuer les calculs dans un ordre bien précis (left-looking au lieu de right-
looking) pour favoriser l’accès à des blocs de rang faible plutôt que plein et
ainsi diminuer le volume total d’accès à la mémoire.

— Enfin, la factorisation d’une matrice BLR implique de nombreux calculs
effectués sur des matrices de rang faible qui sont de dimensions trop petites
pour permettre l’utilisation efficace des noyaux de calculs de type matrice-
matrice (BLAS-3). Nous avons conçu un algorithme qui accumule des ma-
trices de rang faible de manière à augmenter la granularité des calculs et donc
leur efficacité.

Grâce à ces améliorations, le gain en temps obtenu par le format BLR augmente
significativement. En revenant à l’exemple mentionné ci-dessus, le gain augmente
ainsi de 3.9 à 18.8.

Ces défis sont d’autant plus importants que le nombre de cœurs utilisés est grand.
Dans un contexte à mémoire distribuée avec plusieurs centaines voire milliers de
cœurs, nous avons montré qu’il devient critique d’approcher les blocs par des ma-
trices de rang faible avant de les transférer d’un processeur à un autre : en effet,
alors que cette stratégie demande un surcroît d’opérations, elle peut s’avérer plus
rapide car elle mène à un volume de communications bien plus faible. Ainsi, nous
avons réussi à résoudre un problème d’imagerie sismique à haute fréquence (20Hz)
qui mène à un système linéaire à 130 millions d’inconnues sur un supercalculateur
disposant de 2400 cœurs. Ce problème aurait requis 150 PetaFlops et 11 TeraBytes
de mémoire avec un solveur standard et n’était donc pas traitable. Grâce au format
BLR, nous avons réduit l’empreinte mémoire du problème à 1.8 TeraBytes, ce qui
nous a permis de le résoudre en moins d’une heure. Tout ceci étant possible sans
impacter la précision de la méthode applicative.
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Tous les algorithmes décrits ci-dessus ont été intégrés dans le logiciel MUMPS 3.
MUMPS est un solveur direct pour systèmes linéaires creux spécialement conçu pour
les architectures à mémoire distribuée, disposant de nombreuses fonctionnalités as-
surant sa robustesse et sa performance. C’est également un logiciel gratuit, ouvert et
distribué publiquement qui dispose de dizaines de milliers d’utilisateurs à travers le
monde. De ce fait, l’impact de mes travaux de thèse s’est déjà ressenti dans plusieurs
applications académiques et industrielles. Cela concerne par exemple deux applica-
tions en exploration géophysique [1, 6], ainsi que plusieurs entreprises dont EDF,
Total, Airbus, Michelin, Shell, LSTC, ESI, Altair et FFT, qui utilisent tous la fonc-
tionnalité BLR dans leurs codes de simulation numérique, notamment de mécanique
des structures.
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